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[Od redakcji]

Milo nam przedstawié¢ pierwszy powakacyjny numer [Macierzatoral,
ktory otwiera artykul o funkcjach ciagtych w choé¢ jednym punkcie (kto-
rych, jak sie okazuje, istnieje zdumiewajaco niewiele). Nowy rok akade-
micki witamy rozpoczeciem nowego cyklu w naszym miesieczniku: recenzji
coraz liczniej wydawanych ksiazek popularyzujacych matematyke wyzsza.
Publikujemy takze kolejna czesé¢ Kqcika TpXowego, w ktorym przyblizymy
tworzenie TpXowych tabelek; przypominamy, ze wszystkie archiwalne jego
czeScl mozna znalezé na stronie www.knm.katowice.pl/macierzator. php.
Zachecamy do buszowania po archiwum [Macierzatora] — mozna w nim zna-
lez¢ nie tylko wiele ciekawych tekstéw o matematyce i matematykach, ale
tez dobrych porad, na przyktad, bardzo na czasie, jak napisa¢ e-mail do
wykladowcy ([Macierzator 30]).

Zachecamy goraco do wspolpracy z [Macierzatorem| — z przyjemnoscia
powiekszymy nasze redakcyjne grono. Zainteresowanych prosimy o kontakt
w pokoju Kota Naukowego Matematykow (524) lub e-mailowo pod adresem
macierzator@knm.katowice.pl.

Dobrego roku akademickiego 2012/2013 zyczy
redakcja

[Funkcje ciagte choé w jednym punkcie]

Od czasu do czasu, na kolejnych etapach nauki matematyki, przezy-
wamy wstrzasy psychiczne. Dzieje sie tak, kiedy dowiadujemy sie o czyms,
co jest catkowicie niezgodne z nasza intuicja. Bez watpienia jednym z fak-
tow, ktore moga zrujnowaé psychike, jest twierdzenie Banacha, ktore mowi,
ze zbior funkcji rézniczkowalnych choé¢ w jednym punkcie jest podzbiorem
pierwszej kategorii przestrzeni funkcji ciaglych. Innymi stowy, funkcji roz-
niczkowalnych istnieje pomijalnie mato. W zwiazku z powyzszym twierdze-
niem, nasuwa sie naturalne pytanie: ile jest funkcji cigglych cho¢ w jednym
punkcie (wéréd dowolnych funkeji)? W tym momencie nie powinno nikogo
zdziwié¢, ze jest ich réwnie malo, a nawet mniej. Po tym wstepie przejdzmy
do sformalizowania tej hipotezy i jej dowodu.

Niech B(R) oznacza przestrzeni funkeji ograniczonych odwzorowujacych
zbior liczb rzeczywistych w siebie wyposazong w norme

IfIl = sup {|f(z)]: € R}.
Udowodnimy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1. Zbior funkcji ograniczonych i ciggltych choé w jednym
punkcie jest nigdziegestym podzbiorem przestrzeni B(R).
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Dowdd. Niech F' C B(R) bedzie zbiorem funkcji ciagtych choé w jednym

punkcie, zas§ G C B(R) zbiorem funkcji przyjmujacych skoniczona liczbe

wartosci i nieciggtych w kazdym punkcie. Pokazemy, ze dla kazdego g € G

istnieje kula Ky o Srodku w punkcie g, ktéra jest roztgczna ze zbiorem F'.
Ustalmy g € G i poldézmy

e:=min{|lx — y|: z,y € g(R) oraz = # y}.
g

Pokazemy, ze kula K, o $srodku w punkcie g i promieniu § jest roztaczna
ze zbiorem F'. Przypu$émy nie wprost, ze

feK,NF

Niech zp bedzie punktem ciagtosci funkcji f, zas U,, takim otoczeniem
punktu xg, ze

JWUay) € (Fl@o) = 5. o) +5)

Wowczas

l9(z) — g(zo)| < |g(x) = f(2)[ +[f(z) = f(zo)| + [f(z0) — g(20)] <
3

<TH4i=¢
3 3 3

dla z € U,,, co oznacza, ze g(z) = g(zo) dla x € U,,. Zatem g jest funkcja
ciagla w x(; sprzecznosé.
Nastepujace inkluzje sa oczywiste
F CB(R)\ K, dlakazdego g€ G
FCBR)~ |J K,
geG
dlF CBR)\ | J K,

geG

Pokazemy, i to zakonczy dowdd, ze zbior

B®R)~ | K, (1)

geG

ma puste wnetrze.
Przypusémy nie wprost, ze

j’eint(BUR)\\LJ A@).

geG
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Woéwezas istnieje takie € € (0, 1), ze kula o srodku w punkcie f i promieniu €
zawiera sie w zbiorze (1). Niech

Ap =1 ((ke, (k+ 1)) NQ

oraz
By = f1 ((ke, (k+1)e)) N Q

dla k € Z. Z ograniczonosci funkcji f wynika, ze skoiiczenie wiele z powyz-

szych zbioréw jest niepustych. Zdefiniujmy funkcje h: R — R w nastepujacy

sposob:

W) = (k+ 3)e dlax e Ay
(k+2)e dlax e By

Woéwczas h € G. Istotnie, funkcja h przyjmuje skoriczenie wiele wartosci.
Wystarczy pokazaé, ze jest ona nieciagta w kazdym punkcie.

Ustalmy z € R. Niech (z,,)nen 1 (Yn)nen beda ciggami odpowiednio
liczb wymiernych i liczb niewymiernych zbieznymi do z. Granica

lim h(x,),

n—oo

o ile istnieje, jest postaci (k; + 1 )e dla pewnego k; € Z. Podobnie, granica

lim A (yn),

n—oo

o ile istnieje, jest postaci (k2+%)€ dla pewnego ko € Z. W zadnym wypadku
granice te nie moga jednoczesnie istniec i by¢ rowne. To dowodzi nieciaglosci
funkcji A w punkcie x.

7 drugiej strony, jak latwo sprawdzié,

2
Ih = fll < ge<e

To za$ oznacza, ze h nalezy do kuli o srodku w punkcie f i promieniu e,
a w konsekwencji do zbioru (1). Otrzymana sprzecznos¢ dowodzi tezy. [

Udowodnione twierdzenie odnosi sie do bardzo szczegdlnego przypadku,
mianowicie do (ograniczonych) funkcji rzeczywistych okreslonych na pro-
stej. Zachecam Czytelnikow do proby uogdlnienia tego twierdzenia na szer-
sza klase przestrzeni.

Szymon
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[Opowiedzie¢ matematyke]

Im wiecej dziur, tym mniej sera

Matematyka? Dlaczego akurat matematyka?! Nudne, trudne, co w tym
ciekawego? To jedna z najczestszych reakcji na informacje, co studiuje.
Niestety! Matematyke powszechnie identyfikuje sie z arytmetyka, nic zatem
dziwnego, ze laikom wydaje sie ona nieprawdopodobnie nudna. Taki obraz
matematyki tworzy — i utrwala — praktyka szkolna. Wiekszo§¢ uczniéw nie
ma szans przekonaé sie, czy interesuje ich matematyka pozaszkolna, bo po
prostu nigdy sie z nia nie spotka. Dlatego wlasnie za tak istotna uwazam
dobra, rozsadna popularyzacje matematyki wyzszej.

Jeszcze kilka lat temu trafié na slad matematyki nie-szkolnej byto bardzo
trudno. Od pewnego czasu obserwuje jednak z radoscia pojawiajace

= sie na rynku wydawniczym kolejne, atrakcyjne publikacje
R o popularyzatorskie oraz z zakresu historii matematyki. Sporo

4

Ingw@ecei tekstow jest tez dostepnych w Internecie, jednak ich jakosé
ym ﬂ:"’ i rzetelno$é¢ bywa dyskusyjna; przeszkadza brak korekty me-
;era rytorycznej, a nierzadko i jezykowej. Zdecydowanie wieksze

Cuatemsia - zaufanie budza we mnie ksigzki.

: Cykl recenzji ksiazek opowiadajacych o matematyce za-
cznijmy od wydanej u nas niedawno, bo we wrzesniu 2012, ksiazeczki Hol-
gera Dambecka Im wiecej dziur, tym mniej sera. Matematyka zdumiewajgco
prosta. Autor, z wyksztalcenia fizyk, a z zawodu dziennikarz, jako nasto-
latek uczestniczyt w olimpiadach matematycznych, a od kilku lat publikuje
artykulty popularyzujace matematyke. Skad pomyst na ksigzke? Oddajmy
gtos Dambeckowi:

Statystyki wejsé na strone z mojg kolumng Swiadczq, zZe ma-
tematykq interesuje sie wielu; wiekszosé tekstow przywotywana
jest czesciej niz 100 000 razy. Wiem jednak rowniez, zZe ta dzie-
dzina wiedzy, jok Zadna inna, dzieli ludzi na dwa obozy. Jedni
ja kochaja, drudzy miewajq z jej powodu koszmary. Dlaczego tak
jest? Dlaczego rutynowani koledzy dziennikarze pytajg mnie, jak
policzyc¢ procent? (...) [O tym]| traktuje niniejsza publikacja.

Wydaje sie, ze glownym celem Dambecka jest przekonanie czytelnika,
ze kazdy ma predyspozycje ku przynajmniej pewnym obszarom matema-
tyki. Towarzyszy ona nawet bardzo matym dzieciom czy zwierzetom. Dam-
beck opowiada o wprowadzaniu teorii zbiorow w kultowej Ulicy Sezamkowej
(wszystko dzieki Ciasteczkowemu Potworowi!), o tym, jak sprawdzié, czy
rownolicznosé wyczuwaja niemowleta (wyczuwaja). Dowiemy sie tez, jak

Holger Dambeck, I'm wiecej dziur, tym mniej sera. Matematyka zdumiewajgco pro-
sta. Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa 2012, ISBN 978-83-01-17100-1.
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lwy wykorzystuja intuicyjne poréwnywanie liczebnosci zbioréw podczas po-
lowania, szczury i pszczoly — do zdobywania przysmakow podczas badan
naukowych, a takze, ze szympansy sa w stanie opanowaé¢ dodawanie pro-
stych ulamkow.

Nieufnym i zrazonym do matematyki Dambeck pomoze zmienié¢ per-
spektywe, np. spojrze¢ na matematyczne zadanie jak na ciekawa zagadke do
rozwiklania. Przytacza klasyczne przyktady zadan, do ktorych rozwigzania
potrzebne jest wyjscie poza schemat (znajdowanie falszywej monety), spo-
sob6ow na ulatwienie sobie obliczania (np. kwadratow liczb dwucyfrowych
czy wielokrotnosci 11), czy prostych dowodéw nieoczywistych dla ucznia
faktow (jak istnienie nieskoriczenie wielu liczb pierwszych czy réwnolicz-
nos$¢ N i Q). Zacheca tez czytelnika do zmierzenia si¢ z wybranymi przez
niego zadaniami, ktore dodaje na koniec kazdego rozdziatu (dotacza tez ich
rozwiazania, a takze bogata bibliografie, gdzie szuka¢ kolejnych).

Ksiazke czyta sie lekko i szybko; wydana jest estetycznie i tak, ze nie me-
czy oczu. Zdarzaja sie drobne niedoskonatosci w korekcie (i tak Ian Stewart
staje si¢ Stewardem; nie ma tez zroéznicowania miedzy liczeniem i oblicza-
niem). Ksigzka nie wymaga od czytelnika szczegolnego skupienia, nadaje
sie do czytania w podrézy czy podczas stania w kolejce. Adresowana jest
do szerokiego grona oséb: mozna ja podsunaé¢ zaréwno uczniowi, jak i jego
rodzicom czy dziadkom. Nalezy jednak wyraznie podkreslié, ze Im wiecej
dziur, tym mniej sera, choé rozprawia sie kategorycznie z mitem matema-
tyki jako nauki o bezmyslnym liczeniu, nie niesie za soba glebszych tresci
czy wiadomosci o samej matematyce, a nawet momentami nieco ja splyca.
Polecitabym ja gtéwnie dwém grupom: osobom, ktére matematyki nie lubia
(w kazdym wieku, nie tylko szkolnym) oraz... nauczycielom: jej lektura moze
byé bardzo dobrym bodzcem do zastanowienia sie nad tym, jak przestawia
sie matematyke uczniom i czy w trakcie nauczania nie zagubil sie obraz
matematyki jako nauki ciekawej i szlachetnej. Wreszcie, to Swietna lek-
tura dla studentéw matematycznej specjalizacji nauczycielskiej. To rzeczy
wazne; jak pisze Dambeck, sporo matematycznych fobii powstaje podczas
edukacji. Teze te autor opiera na badaniach naukowych; niektére z cieka-
wych do$wiadczenn omawia. Czytamy np., ze we Francji podano dzieciom do
rozwiazania zadanie o absurdalnej tresci: ,Na statku znajduje sie 27 owiec
i 10 koz. Jak sadzisz, ile lat ma kapitan?”. O ile jedynie 10% przedszkola-
kéw probowalo na nie udzielié odpowiedzi, o tyle wérod czwartoklasistow
juz 71%! Uczniowie starsi, przyzwyczajeni do tego, ze w zadaniach pyta sie
ich nie tyle o sens, a o liczbe, dodawali ustyszane wartosci. Ba, uczniowie
licza nawet, wiedzac ze co$ si¢ nie zgadza (,Masz 10 otowkow i 20 kredek.
Tle masz lat?” — ,Mam 30 lat” — ,,Ale przeciez doskonale wiesz, ze nie masz
30 lat!” —  No pewnie. Ale to nie moja wina. To pan podal mi zle liczby.”).
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Dambeck opowiada czasem o rzeczach bardzo prostych dlugo, a o trud-
nych i ciekawszych jedynie hastowo (i tak, czytajac o dowodach eleganc-
kich i pieknych, dowiadujemy sie tylko, ze istnieje wyjatkowej urody dowdd
twierdzenia o zaczesaniu jeza i istnieja ,,Dowody z Ksiegi” — wiecej miej-
sca autor poswieca na przyklad sztuczkom dotyczacym liczenia). Dlatego
raczej nie dalabym jej uczniowi bardzo zdolnemu. Dla ucznia zainteresowa-
nego matematyks ksigzka ta moze by¢ jedynie ciekawostks, a nie punktem
wyjscia do matematyki wyzszej. Nie jest to jednak zarzut; takie lektury tez
sa potrzebne.

Joanna Zwierzynska

[O matematyku, co nie umial rysowad]

Na lamach [Macierzatora] co jaki§ okres (ktory jest zmienng losows
o wartosci oczekiwanej ,miesiac” i nieskoriczonej wariancji) staramy sie
przypomnieé¢ tym, ktorzy posrod labiryntéw wzoréw zatracili nieco obraz
matematyki jako nauki ciekawej i interesujacej, ze matematyka jest nauka
ciekawa i interesujaca. Czasem robimy to poprzez anegdotki, czasem przez
zarty, najczesciej przez artykuly przyblizajace matematyke nawet bardzo
abstrakcyjna w sposob przystepny i ciekawy (a czasem nawet zabawny).
Mogtloby sie jednak wydawaé, ze na tym polu Popularyzacji Matematyki
stoimy sami, otoczeni zewszad krwiozerczymi Osobami Dla Ktérych Matma
Jest Nudna. Czy tak jest w istocie? Czy Katowice stanowig ostatni bastion
popularyzacji matematyki? Czy... No niestety cale napiecie juz dawno ule-
ciato, bo wszyscy czytaliScie strone wczeéniej artykut Ani o ksiazkach po-
pularnomatematycznych, wiec przestane przedtuzaé¢ i po prostu napisze —
nie, tak nie jest. Ksiegarnie i Internet pelne sa materialéw pokazujacych
matematyczne zarty, anegdoty, historie, a nawet komiksy.

Prawdopodobnie najstynniejszym z tych ostatnich jest XKCD, komiks
tworzony przez Randalla Munroe, bytego pracownika NASA. Komiks ma
dwie cechy charakterystyczne — a) 90% ,paskow” obfituje w mniej lub bar-
dziej specjalistyczne zarty matematyczne i ogolnonaukowe; b) komiks jest
rysowany w bardzo uproszczony sposéb, za pomoca znanych i lubianych
Judzikow z kresek” (ktéz nie rysowal ich za mlodu!). Z komiksu mozemy
dowiedzie¢ sie, co sie dzieje gdy matematyk wycina dynie na Halloween, jak
wyglada uniwersalny spis sktadnikéw kazdego produktu we wszechswiecie,
jakie seksualne fetysze ma Goedel i co prawdziwy matematyk powinien zro-
bi¢, gdy podczas apokalipsy martwi powstang z grobow. Od jakiegos czasu
Randall publikuje rowniez co tydzien artykuly ,What if...?”, odpowiadajace
na rézne popularne hipotetyczne pytania przy pomocy zaawansowanych
metod fizyki i matematyki. Jezeli wiec wciaz dreczy Cie pytanie, co sie sta-
nie, gdy wszyscy na Ziemi jednoczesnie podskocza, na ile zabarwilby sie
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ksiezyc, gdyby wszyscy ludzie jednoczesnie skierowali nan swoje kieszon-
kowe lasery oraz jak wygladalby nasz swiat, gdyby rzeczywiscie dla kazdej
osoby istniala jedyna ,druga potéwka”, nie czekaj, zarezerwuj kilka godzin
swego czasu wolnego, wpisz xked.com w przegladarce i ciesz si¢ z kazdego
zartu, ktory zlapiesz;)

Niewinny Rosomak

[O granicach w przyrodzie]

Jeszcze nie tak dawno, bo w tegorocznym kwietniowym wydaniu [Macie-
rzatora] mozna bylo przeczyta¢ artykul Niewinnego Rosomaka zawierajacy
miedzy innymi mysl méwiaca ze ,powinny by¢ ksiazki ,,X dla matematy-
kow”, gdzie X oznacza jakas trudna dziedzine nauki — chemie kwantowa,
teorie wzglednosci, epistemologie”. Majac do czynienia na co dzien zaréwno
z matematyka, jak i fizyka poczutem si¢ wywolany do tablicy. Uwzgled-
niajac jednoczesnie stosunkowo niewielka objetos¢ [Macierzatora| posta-
nowilem napisa¢ nie ksiazke, a artykul na temat zasady nieoznaczonosci
czedciowo relizujacy te mysl.

Najogodlniej sformutowana zasada nieoznaczonosci mowi, ze wsrod wiel-
kosci fizycznych opisujacych zachowanie uktadu atomowego mozna znalezé
takie pary, ze niemozliwe jest jednoznaczne przeprowadzenie $cistego po-
miaru obu wielkodci. Czesto podawane sformulowanie méwiace o niemoz-
nosci jednoczesnego pomiaru wspotrzednej polozenia x i odpowiadajacej
jej wspolrzednej pedu p, jest obecnie tylko szczegblnym przypadkiem za-
sady nieoznaczonosci. Przyktady innych takich par to energia E i czas t,
w ktorym jest mierzona. Ponadto zasada precyzuje, kiedy niemozliwy jest
jednoczesny doktadny pomiar dwoch obserwabli — w mechanice kwanto-
wej wartosci fizycznych reprezentowanych przez operatory hermitowskie
w przestrzeni L? stanéw kwantowo-mechanicznych. Dzieje sie tak wtedy,
kiedy obserwable nie komutuja. Warto zaznaczy¢, ze zrodto tego btedu nie
lezy w nieudolnosci eksperymentatora czy braku precyzji przyrzadu, a za-
sada nieoznaczonosci jest po prostu bardzo podstawowym prawem przy-
rody. W odré6znieniu od m.in. zasady zachowania energii (ktora ,dowodzi
si¢” eksperymentalnie), zasade nieoznaczonosci mozna w stosunkowo nie-
skomplikowany sposob dowiesc.

Jednak zanim bedzie to mozliwe, konieczne bedzie wprowadzenie lub
przypomnienie kilku definicji. Jesli A, B beda operatorami, to wyrazenie

[A,B]= AB— BA
nazywaé bedziemy komutatorem operatoréw A i B. Mowimy ze operatory

A i B komutuja, jesli
[A,B] =0
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cho¢ zazwyczaj tak nie bedzie — skladanie operatoréw jest na ogdt nieprze-
mienne. Niech (¢|¥) bedzie iloczynem skalarnym elementow ¢, U. Operator
C nazywaé bedziemy hermitowskim, jesli zachowany bedzie warunek

(Co|¥) = (p|C¥)

dla kazdych ¢, ¥ bedacych elementami przestrzeni Hilberta wszystkich sta-
noéow kwantowo-mechanicznych. Wartoscia oczekiwang operatora C' nazywaé
bedziemy wyrazenie

(C),

przy czym ¢ jest tzw. funkcja falowa — to funkcja spelniajaca pewne po-
stulaty, ktorej znajomosé w pelni opisuje stan uktadu atomowego. Ma ona
rowniez charakter probabilistyczny — jej kwadrat jest proporcjonalny do
gestosci prawdopodobieiistwa znalezienia sie¢ uktadu w stanie (.

Zasade nieoznaczono$ci w matematycznej postaci mozna zapisaé na-
stepujaco: jesli dla dwoch operatorow hermitowskich A i B spelniona jest
relacja komutacji

[A, B] =iC

gdzie C jest operatorem liniowym, to zachodzi wtedy nier6wnosé

AAAB > Ko
)

gdzie (C) jest wartoscia oczekiwana operatora C, a
AA = (A (4)%)F = ((4%) - 24(4) + (4)2)F = ((42) — (4)?)*

jest odchyleniem standardowym (dyspersja) operatora A. Zdefiniujmy ope-
ratory A i B okreSlone wzorami

A=A—(4), B=B-(B)

Zauwazmy, ze — tak samo jak operatory A i B — sg one hermitowskie i spel-
niaja taka sama relacje komutacji

14, B] = iC.
Dokonujac w znanej nieréwnosci Schwarza

lellllxl = [(elx)]

podstawienia - -
=AY, x=DBy
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i podnoszac obie strony do kwadratu, otrzymujemy nieréwnosé
[A9[1* [ BY|* = |(Ap| By)[>.

Korzystajac z hermitowskosci operatora A, mozemy zapisa¢ prawa strone
nieréwnosci w postaci

[(Y|ABY)|* = [(AB)[* = (AB)*(AB).
Zauwazmy teraz, ze wyrazenie (AB)* mozna przeksztalcié w nastepujacy
sposob:

(AB)" = (Y|ABY)" = (A¢|By)" = (BAY[Y)" = (Y| BAY) = (BA);

korzystamy tu z wlasnosci iloczynu skalarnego i hermitowskosci AiB
Zapisujac jeszcze (AB) w postaci

1 - _ o -
§(<AB — BA) + (AB + BA))
mozemy dalej przeksztalcaé¢ prawa strone nieréwnosci
(AB)]* =

= JUAB = BA)+ (4B + BA)' S((AB - BA) + (AB + BA)) =
- i(|<AB — BAY? + |(AB + BA)P).

Wré6émy do nieréwnosci Schwarza, kolejne przeksztalcenia

|A6IPIBYI? > |(Ae{BY) = |(AB)?
= (4B~ BA)P + |(AB + BA)?) >
I S
> 5148 ~BA) = A B)F =

1
= 71OV = *|< )2
skutkuja otrzymaniem ponizszej nieréwnosci:
. _ 1
1A Byl* > (O

7 jej lewej strony wystepuja wyrazenia postaci ||Av||?, ktore okazuja sie
by¢ dyspersjami ,niekreskowanych” operatorow:

IAY|* = (Ay|Ap) = (4| A%)) = (A2) = (A = (4))?) = (AA)*.
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Opuszczajac po obu stronach nieré6wnosci kwadraty otrzymamy

AAAB > Lg”,
a wiec zasade nieoznaczonosci. W 1927 roku Heisenberg sformutowal ja je-
dynie dla potozeri i pedéw, na uogodlnienie jej do obecnej wersji potrzebne
byly kolejne lata badan. Nie byl tez w stanie udowodnié¢ jej w przytoczo-
nej tu postaci — cho¢ byl wyjatkowo sprawnym fizykiem (w trzy lata od
podjecia studiow uzyskal tytut doktora fizyki), to w latach odkrycia zasady
nieoznaczonosci nie mial jeszcze wystarczajacej wiedzy matematycznej.

Czy z tego wynika jakas relacja nieoznaczonosci wspolrzednych potozen
i pedow? Poruszajac sie w trojwymiarowej przestrzeni bedziemy mieli po
trzy wspolrzedne polozenia i pedu: 1, x2 1 3 oraz py,, Pu, 1 Pa,. Operator
i-tej wspolrzednej pedu definiuje sie w nastepujacy sposéb

0
5901- ’

przy czym h to tzw. zredukowana stata Plancka - jedna z najczesciej wyste-
pujacych statych w fizyce kwantowej. Policzmy wiec komutator i-tej wspot-
rzednej potozenia i j-tej wspolrzednej pedu dzialajacy na dowolng funkcje

falowa 1.
L B o Oxi)\ _
17 = [ ifig o = il 5 = ( axj o )
B aw 8w 8951 i —iEs
wiec

[T, pe;] = R0y

gdzie d;; to delta Kroneckera, przyjmujaca wartos¢ 1, gdy ¢+ = j, i war-
tos¢ 0, gdy i # j. Widzimy wiec, ze teoretycznie mozliwy jest doktadny
pomiar ktoérejs ze wspolrzednych potozenia i nieodpowiadajacej jej wspot-
rzednej pedu. Jednak gdy sprobujemy zmierzyé np. wspotrzedna potozenia
x1 1 odpowiadajaca jej wspolrzedna pedu pg,, to iloczyn bledu pomiaru
obu tych wartosci bedzie nie mniejszy niz h , co jest trescia zaproponowanej
przez Heisenberga, a przy tym znanej powszechnleJ niz uogodlniona wersja
zasady nieoznaczonosci. Jesli tylko zapragniemy to bedziemy mogli zmie-
rzy¢ jedna z tych wartodci bardzo dokladnie; okaze sie jednak wtedy, ze
doktadnosé pomiaru drugiej z nich bedzie znikoma.

Minstrel
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[Zapraszamy do Kota Naukowego
Matematykow US!]

Tych, ktérzy chca porozmawiaé o matematyce i tych, ktérzy po pro-
stu szukaja grona przyjaznych osob; tych, ktérzy maja ochote postuchaé
o czyms, o czym nie uslysza podczas wykladow i tych, ktorzy chcieliby
sie zaangazowa¢ w zbiorke mikotajkowa lub warsztaty dla uczniow szkot
$rednich, przebojowych i nieSmiatych, tych, ktérzy lubia méwié¢ i tych, kto-
rzy wola stuchaé¢ — wszystkich serdecznie zapraszamy do Kota Naukowego
Matematykow US!

Do Kota nie trzeba sie w zaden sposéb zapisywac, nikt tez nie bedzie
Cie pytal o érednig czy rozwiazania probleméw matematycznych — tym,
co jest dla nas najwazniejsze, jest to, zeby kazdy czul sie u nas dobrze.
JesteSmy grupa oséb lubiacych wzajemnie siebie i matematyke. Organi-
zujemy konferencje i spotkania referatowe, popularyzujemy matematyke,
przeprowadzamy zbiorke mikotajkowa, wydajemy [Macierzator| i robimy
wiele innych rzeczy, ale po pierwsze: godzinami przesiadujemy w pokoju
Kota, rozmawiajac, ale tez po prostu: ze soba bedac.

Kazdy jest u nas mile widziany; kazdy tez znajdzie taka forme aktywno-
$ci, jaka mu odpowiada. Przyjdz, przekonaj sie! Zapraszamy do pokoju 524
w Instytucie Matematyki US (ul. Bankowa 14, Katowice). Nie musisz sie
nikomu zglasza¢ ani zapowiada¢ — po prostu do nas wpadnij:)

[Stopka redakcyjnal

Redaktor naczelna: Joanna Zwierzyriska
Autorzy artykutéow: Szymon Draga, Marcin Jenczmyk,
Mateusz Jurczyriski, Beata Lojan, Joanna Zwierzynska

Autorka komiksu: Anna Jacek
Sktad i tamanie w I¥TEX: Beata Lojan

Kontakt z redakcja bezposrednio w pokoju KNM (p.524) lub elektronicznie:
macierzator@knm.katowice.pl.
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[Kacik TgXowy czesé 10]
stow kilka o BIgXowych tabelkkach

pierwszej powakacyjnej czesci Kqcika TgXowego zajmiemy si¢ tabel-

kami. Pokazemy jak je tworzy¢, jakie parametry wptywajg na wyglad

tabeli oraz w jaki sposo6b mozna je zmieni¢. Wspomnimy réwniez o srodo-
wisku przemieszczalnym table, spisie tabel i pakiecie array.

Beata Lojan (b.lojan@knm.katowice.pl)

[Otoczenie tabular]

odstawowym srodowiskiem sluzgcym do skladania tabel jest otocze-

nie tabular o skladni przedstawionej ponizej (tabular_skladnia.tex).
Srodowisko to posiada jeden argument obowigzkowy opis_kolumn, ktéry
okresla ilos¢ kolumn tabeli oraz w jaki sposoéb ma zosta¢ wyréwnana ich
zawartosc¢ (patrz tabela 10.1). Otoczenie tabular posiada rowniez parametr
opcjonalny [pozycjal, ktory okresla pionowe polozenie tabeli wewnatrz
Srodowiska. Mozliwe wartosci to t — wyréwnanie do gory, ¢ — wycentro-
wanie (wartos¢ domyslna), b — wyréwnanie do dotu.

tabular_skladnia.tex

\begin{tabular}[pozycjal{opis_kolumn}

komérka 11 & komdérka 12 & komérka 13 & ..... & komdrka 1mn\\
komérka ml & komdérka m2 & komdérka m3 & ..... & komdrka mn\\
\end{tabular}

W miejsce komérka xx nalezy wpisa¢ zawartos¢ poszczegélnych komo-
rek. W danym wierszu, komorki oddzielamy od siebie za pomoca znaku &,
a koniec wiersza zaznaczamy \\. Dodatkowo odstep miedzy dwoma wier-
szami tabeli mozemy zmieni¢ za pomoca \\ [odlegtosé]. Aby wstawi¢ po-
ziome linie korzystamy z polecenia \hline.

[ Parametr | Znaczenie |
c zawartos¢ kolumny jest wycentrowana
1 zawartosé kolumny jest wyréwnana do lewej
r zawartos¢é kolumny jest wyréownana do prawej
| pojedyncza linia pionowa oddzielajaca kolumny
Il podwojna pionowa linia oddzielajgca kolumny
{szer} ustala szerokos¢ kolumny na wartos¢ szer, a jej zawartosc
P zostaje wyrownana pionowo w gore
ustala szerokosé¢ kolumny na wartos¢ szer, a jej zawartosc
m{szer} . - . B :
zostaje wyréwnana w pionowo do srodka (pakiet array)
ustala szerokos¢ kolumny na wartosc szer, a jej zawartosc
b{szer} . . . . .
zostaje wyréwnana pionowo w dot (pakiet array)
@{tekst} do kolumny tabeli wprowadzany jest tekst

Tabela 10.1: Parametry opisujace wyglad kolumn
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Istnieje rowniez gwiazdkowa wersja Srodowiska tabular*, w Kktorym
dodatkowym parametrem obowigzkowym jest {szerokosc}. Parametr ten
okresla szerokos¢ srodowiska, pozostate parametry pozostaja bez zmian:
tabular*_skladnia.tex

\begin{tabularx*}{szerokosc}[pozycjal{opis_kolumn}

komérka 11 & komdérka 12 & komérka 13 & ..... & komdérka 1mn\\
komérka ml & komdérka m2 & komdérka m3 & ..... & komdrka mn\\
\end{tabular*}

Ponizej prosty przyklad (przykladl) przedstawiajacy dziatanie Srodowi-
ska tabular:

przykladl.tex przyklad1.pdf
\begin{center} =
\begin{tabular}{|r|c|1|}\hline\hline jeden | dwa | trzy
jeden & dwa & trzy \\[0.4cm]\hline
cztery & pieé¢ & szesé \\\hline cztery piec SZESC
siedem & osiem & dziewigé \\\hline - - p——
\hline\end{tabular}\end{center} siedem | osiem | dziewigé

Wykorzystujac parametr @{tekst} mozemy wyréwnac¢ kolumny wzgle-
dem separatora dziesi¢tnego:

przyklad2.tex przyklad2.pdf
\begin{tabular}{|rre{,}1|}
\hline\hline il 5,000 000
$5% & $5$ &$000\;000$\\ [3pt]
$50$ & $50$ & $000$\\ [3pt] 50 50.000
$5\;0008 & $5\;000$ & $00$\\ [3pt] 5000 5 000,00
\hline\hline\end{tabular}

Polecenie multicolumn. Instrukcja ta umozliwia potgczenie ze sobg ko-
lumn tabeli. Sktadnia tego polecenia jest nastepujgca:

\multicolumn{ilosc_kolumn}{pozycja}t{zawartosc}

Parametr ilosc_kolumn okresla ile kolumn mamy ze sobg polaczy¢, pozycja
okresla spos6b wyréwnania tekstu w potaczonych kolumnach i moze przyj-
mowac wartosci: r - wyrownanie do prawej, ¢ — wycentrowanie, 1 — wyréw-
nanie do lewej, zas w miejsce argumentu zawartosc wpisujemy tresc, ktéra
ma si¢ znalez¢ w laczonych kolumnach. Przykladowo:

przyklad3.tex przyklad3.pdf
\begin{center}
\begin{tabular}{|r|c|1l|}\hline\hline jeden | dwa \ trzy
jeden & dwa & trzy \\\hline cztery 11

cztery & \multicolumn{2}{c||}{11}
\\[0.6cm] \hline

siedem & osiem & dziewieé \\\hline siedem | osiem l dziewieé
\hline\end{tabular}\end{center}
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Polecenie vline. Instrukcja ta umozliwia narysowanie pionowej linii na
cala wysokos¢ pojedynczej komorki tabeli. Przykiadowo:

—— przyklad4.tex przyklad4.pdf
\begin{center} _
\begin{tabular}{|1|}\hline\hline jeden 23
jeden \vline 2 \vline 3\\\hline 4 piec |6

4 \vline pigé \vline 6\\[9pt]\hline

7 \vline 8 \vline dziewieé\\\hline Fy—
\h1ine\end{tabular}\end{ienter} 8 ‘leeVVlQC

Polecenie cline. Instrukcja ta umozliwia narysowanie linii poziomej po-
mig¢dzy wskazanym zakresem komorek. Polecenie ma postac: \cline{i-j}.
Przykladowo:

przyklad5.tex przyklad5.pdf
\begin{center}
\begin{tabular}{|ccc|}\hline\hline jeden dwa 3
jeden & dwa & 3 \\[8pt]\cline{1-2} — ..
4 & pie¢ & szes8¢\\[5pt]l\cline{2-3} 4 piec Szesc
siedem & osiem & 9 \\\hline\hline siedem osiem 9
\end{tabular}\end{center}

[Zmienne odpowiadajace za wyglad tabeli]

a wyglad tabeli wplywa kilka parametrow, ktorych wartos¢é mozemy

w latwy sposob zmieni¢, a tym samym zmodyfikowaé wyglad tabeli.
List¢ parametrow przedstawia tabela 10.2. Pierwsze trzy parametry zmie-
niamy za pomoca poznanego juz wczesniej polecenia:

’ \setlength{\zmienna}{wartosc} ‘

Warto$é parametru \arraystretch mozemy zmienié redefiniujac’ jego pier-
wotng wartosc, tzn.:

’ \renewcommand{\arraystretch}{mnoznik}. ‘

Przyktadowo:

\setlength{\tabcolsep}{10pt}

\setlength{\arrayrulewidth}{2pt}

\setlength{\doublerulesep}{4pt}

\renewcommand{\arraystretch}{1.5}), spowoduje zwigkszenie odstepu o 50\%

Wartos¢ ostatniego polecenia \extracolsep zmieniamy poprzez podanie je-
go nowej wartosci jako argumentu tego polecenia. Ponadto polecenie to ma
zastosowanie w potaczeniu z @{\tekst}. Przykltadowo:

\begin{tabular}[t]{1|@{\extracolsep{icm}}1}

"Wiecej o defeniowaniu nowych i redefiniowaniu juz istniejacych polecen pojawi sie w jednej
z nastepnych czesci
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[ Zmienna | Opis |

polowa szerokosci odstepu miedzy kolumnami tablicy
(domyslnie 6pt)

szerokosc pionowej linii separujacej kolumny (domysl-
nie 0.4pt)

odlegtos¢ miedzy dwoma liniami pionowymi stanowig-
cymi separator kolumn (domyslnie 2pt)

\arraystretch ~-mnoznik” odstepu miedzy wierszami tablicy
\extrarowheight | dodatkowy odstep miedzy liniami (domyslnie Opt)

\tabcolsep

\arrayrulewidth

\doublerulesep

Tabela 10.2: Zmienne wplywajace na wyglad tabel

[Srodowisko przemieszczalne table]

W przypadku niektorych obiektow, takich jak tabele, zachodzi czesto
potrzeba dodawania podpiséw, numerowania, czy mozliwos¢ uzycia
odsytaczy. Stuzy do tego srodowisko przemieszczalne table, ktére posiada
jedne argument opcjonalny.

Dostepne parametry to h — wstaw tabele w tym miejscu, t — na gorze
strony, b — na dole strony, p — na stronie z elementami przemieszczalnymi
oraz znak ! - zignoruj parametry regulujace umieszczanie obiektow ru-
chomych. Domyslna kombinajca parametrow jest tbp. Dodatkowo umiesz-
czajac tabele w tym Srodowisku, zostang one wstawione do spisu tabel,
ktoéry wywotujemy poleceniem \listoftables.

— przyklad6.tex przyklad6.pdf
\begin{table} [parametry] — -

\b egin {tabularl}) v Definicja tabeli
Definicja tabeli [ | |
\end{tabular}
\caption[Krotki opis]{Opis tabeli}

\end{table} Tabela 10.3: Srodowisko table

[Pakiet array]

Wspomniany juz wczesniej pakiet array dostarcza nam jeszcze kilku
instrukcji, ulatwiajacych prace z tabelami. Dostarcza nam m.in.: po-
lecen >{macro}, gdzie macro zostanie wykonane zawsze przed rozpoczeciem
komorki w tak okreslonej kolumnie oraz <{macro}, gdzie instrukcja macro
zostanie wykonana po zakonczeniu komoérki. Przyktadowo:

—— przyklad7.tex przyklad7.pdf
\begin{tabular}{|>{$}c<{$}>{\sc}r — =
>{\small}1l|}\hline\hline e™4+1=0 ROWNANIE Eulera
e~{\pi i}+1=0 & rdéwnanie & Eulera\\ sin SINUS  funkcja
\sin & sinus & funkcja\\ L
\frac{1}{2} & utamek & liczba \\ 3 ULAMEK liczba

\hline\hline\end{tabular}

% ook



